Analyticite des applications CR by Coupet, B. et al.
ar
X
iv
:m
at
h/
99
01
00
8v
1 
 [m
ath
.C
V]
  4
 Ja
n 1
99
9
Analyticite´ des applications CR
Bernard COUPET a, Sergey PINCHUK b et Alexandre SUKHOV c
a et c: LATP, CNRS/ UMR n◦ 6632, CMI, Universite´ de Provence, 39, rue Joliot
Curie, 13453 Marseille cedex 13.
b: Departement of Mathematics, Indiana University, Bloomington, Indiana, 47,
USA. NSF grant DMS 96 225 94.
————————————————————————————–
Re´sume´. Nous e´tablissons des conditions suffisantes pour l’analyticite´ d’une application CR lisse entre
deux varie´te´s analytiques re´elles.
Analyticity of CR maps
Abstract. We establish sufficient conditions for the analyticity of a smooth CR mapping between two
real analytic manifolds.
————————————————————————————-
Abriged English Version
In this note we establish two results giving sufficient conditions for the analyticity of a smooth
CR map between two real analytic manifolds in complex affine spaces of different dimensions.
Let X ⊂ ICn be a real analytic hypersurface in a neighborhood of a point p ∈ X , defined by a
real analytic function ρ such that ∂ρ
∂zn
(p) 6= 0. The Cauchy - Riemann operators on X are defined
by Lj =
∂ρ
∂zn
∂
∂zj
− ∂ρ
∂zj
∂
∂zn
, j = 1, ...n − 1. For every α ∈ INn−1, Lα denotes the composition
Lα = Lα11 ...L
αn−1
n−1 . Let X
′ ⊂ ICn
′
be a real analytic set in a neighborhood of a point p′ ∈ X ′
defined by X ′ = {z′ ∈ ICn
′
: ρ′k(z
′, z′) = 0, k = 1, ..., d} where every ρ′k is a real analytic function.
Suppose that X is minimal at p. Consider a C∞ smooth CR map f : X −→ X ′ with f(p) = p′. For
any z′ in a neighborhood of p′ in ICn
′
and k = 1, ..., d the function z 7→ ρ′k(z
′, f(z)) is C∞ smooth
in a neighborhood of p in X . Consider the function Hαk : z
′ 7→ (Lαρ′k(z
′, f(z)))|z=p, holomorphic
in a neighborhood of p′. We introduce the notion of the characteristic variety of f at p which
is by definition the germ of complex analytic variety in a neighborhood of p′ in ICn
′
defined by
Vp(f) = {z′ : Hαk (z
′) = 0, α ∈ INn−1, k = 1, ..., d}. Our first result is the following
THEOREM A. If dimVp(f) = 0, f is real analytic in a neighborhood of p on X.
This statement generalizes several known results on the analyticity of CR mappings.
Our second result concerns the analyticity of a smooth CR map at generic points. We use here
the notion of the transcendence degree tr.degp(f) of a smooth CR map f which measures the degree
of ”non-analyticity” of the map. Let Vp(f) denotes the intersection of (germs of) complex analytic
varieties through (p, f(p)) in ICn× ICn
′
contained the graph of f . Then tr.degp(f) := dim Vp(f)−n.
We also make use of the notion of (r,m)-flateness of a real analytic set X ′ which means that X ′
1
contains a real analytic submanifold of dimension r biholomorphic to the cartesian product of the
unit ball in ICm and a real analytic submanifold in ICn
′−m.
THEOREM B.- Suppose that tr.degz(f) is constant and equal to m in a neighborhood of p in
X and that r denotes the maximal rang of f on this neighborhood. Then every neighborhood of
p′ = f(p) contains points where X ′ is (r,m)-flat. In particular, if X ′ does not contain complex
subvarieties of positive dimension, f is real analytic on an open dense subset in X .
————————————————————————————–
1. Introduction et re´sultats.
Dans cette note, nous e´tablissons deux re´sultats qui donnent les conditions suffisantes pour
l’analyticite´ d’une application CR lisse entre deux varie´te´s analytiques re´elles dans les espaces
complexes line´aires de dimensions diffe´rentes.
Soit X ⊂ ICn une hypersurface analytique re´elle au voisinage d’un point p ∈ X de´finie par une
fonction analytique re´elle ρ telle que ∂ρ
∂zn
(p) 6= 0. Supposons que X est minimal en p, c’est - a`
-dire ne contient pas de germe d’une hypersurface complexe. Les ope´rateurs de Cauchy - Riemann
sur X sont de´finis par Lj =
∂ρ
∂zn
∂
∂zj
− ∂ρ
∂zj
∂
∂zn
, j = 1, ...n − 1. Pour tout α ∈ INn−1, Lα de´signe
l’ope´rateur Lα = Lα11 ...L
αn−1
n−1 . Soit X
′ ⊂ ICn
′
un ensemble analytique re´el au voisinage d’un point
p′ ∈ X ′ de´fini par X ′ = {z′ ∈ ICn
′
: ρ′k(z
′, z′) = 0, k = 1, ..., d} ou` chaque ρ′k est une fonction
analytique re´elle. Une application f : X −→ ICn
′
est dite de Cauchy-Riemann (CR) si elle est C∞
et si ses composantes sont annule´es par les ope´rateurs de Cauchy-Riemann. Nous conside´rons une
application CR f : X −→ X ′ telle que f(p) = p′. Pour z′ au voisinage de p′ dans ICn
′
et k = 1, ..., d
la fonction z 7→ ρ′k(z
′, f(z)) e´tant de classe C∞ au voisinage de p surX , nous conside´rons la fonction
Hαk : z
′ 7→ Lαρ′k(z
′, f(z))|z=p, holomorphe au voisinage de p
′. Nous introduisons une notion de
varie´te´ caracte´ristique de f en p qui , par de´finition est le germe d’ensemble analytique complexe
au voisinage de p′ dans ICn
′
de´fini par Vp(f) = {z′ : Hαk (z
′) = 0, α ∈ INn−1, k = 1, ..., d}. Faisons
remarquer que p′ appartient a` Vp(f) car pour tout z ∈ X nous avons ρ′k(f(z), f(z)) = 0 et f est
CR avec f(p) = p′.
Avec les notations ci-dessus, notre premier re´sultat est:
THE´ORE`ME A.- Si dimVp(f) = 0, f est analytique re´elle au voisinage de p sur X.
Nous donnons quelques situations ou` la dimension de la varie´te´ caracte´ristique est e´gale a` ze´ro ,
ce qui assure l’analyticite´: (a) X ′ est une hypersurface Levi-nonde´ge´nere´e dans ICn et f : X −→ X ′
est un diffe´omorphisme [7, 8]; (b) X ′ est une hypersurface de type essentiellement fini dans ICn
et f : X −→ X ′ est un diffe´omorphisme [2]; (c) X ′ est une hypersurface de type essentiellement
fini dans ICn et f : X −→ X ′ est de multiplicite´ finie [3, 5]. (d) D’apre`s le lemme de Hopf, les
conditions de l’exemple (c) sont ve´rifie´es si X et X ′ sont des hypersurfaces pseudoconvexes dans
ICn sans courbe holomorphe et f est non-constante [3, 5].
L’e´valuation de la dimension de la varie´te´ caracte´ristique dans les exemples (a)- (d) repose
sur des calculs directs pour des se´ries formelles (voir par exemple [3], p.495 -496); le the´ore`me A
apparait comme un principe ge´ne´ral qui re´duit le proble`me d’analyticite´ a` des calculs de nature
alge´brique. Signalons que les conditions du the´ore`me A sont aussi ve´rifie´es dans les cas qui ne
sont pas conside´re´s dans des travaux mentionne´s ci-dessus; l’e´nonce´ semble aussi nouveau dans le
cas e´quidimensionnel. Notre de´marche s’apparente a` une ge´ne´ralisation du principe de re´flexion
de [7, 8]. Nous utilisons e´galement des ide´es de notre travail re´cent [4].
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Le the´ore`me A donne une condition suffisante pour l’analyticite´ de f au point fixe´ p. En re-
vanche, si la dimension de la varie´te´ caracte´ristique est positive, nous pouvons seulement obtenir
l’analyticite´ en des points ge´ne´riques. De´signons par Vp(f) le germe d’ensemble complexe an-
alytique au point (p, f(p)) de ICn × ICn
′
qui est l’intersection de tous les ensembles analytiques
complexes contenant le graphe de f au voisinage de (p, f(p)). Le degre´ de transcendance tr.degp(f)
de f en p est par de´finition la diffe´rence dim Vp(f) − n. L’application f est analytique re´elle
en p si et seulement si tr.degp(f) = 0 [1]; d’autre part, tr.degp(f) est une fonction semicontinue
supe´rieurement sur X . Cette semicontinuite´ du degre´ de transcendance implique l’existence d’un
ferme´ d’inte´rieur vide Σ ⊂ X tel que X\Σ soit une re´union finie d’ouverts sur lesquels tr.degz(f)
est constant. L’ensemble X ′ est dit (r,m)-plat en p′ s’il existe une sous - varie´te´ analytique re´elle
M ⊂ X ′, contenant p′, de dimension r et biholomorphe au produit carte´sien Γ ×D ou` D est un
domaine de ICm et Γ est une varie´te´ analytique re´elle.
Notre second re´sultat est:
THE´ORE`ME B.- Supposons que tr.degz(f) est constant et e´gal a` m sur un voisinage de p dans
X et que r de´signe le rang maximal de f sur ce voisinage. Alors, tout voisinage de f(p) contient
des points en lesquels X ′ est (r,m)-plat. En particulier, si X ′ ne contient pas de varie´te´ complexe
de dimension positive, f est analytique re´elle sur un ensemble ouvert dense de X .
Dans le cas particulier ou`X etX ′ sont des hypersurfaces strictement pseudoconvexes, l’analyticite´
de f en points ge´ne´riques a e´te´ e´tabli dans [6].
2. Extension me´romorphe.
Notons par pC
∞(X) l’anneau des germes de fonctions de classe C∞ au voisinage de p sur X
et par pC
∞
CR(X) le sous-anneau de C
∞ forme´ par des germes de fonctions CR. Notons e´galement
par pO(X) (resp. pM(X)) l’anneau des germes de fonctions holomorphes (resp. me´romorphes) au
voisinage de p sur X . Pour m ∈ IN nous disons qu’une fonction h ∈ pC
∞(X) appartient a` pA
m(X)
si il existe g ∈ (pC
∞
CR(X))
m et une fonction H(z, ζ, w), holomorphe au voisinage du point (p, p, g(p))
dans ICn(z)× ICn(ζ) × ICm(w) telle que h(z) = H(z, z, g(z)) pour z ∈ X . pA(X) := ∪m∈INpA
m(X)
est un sous - anneau de pC
∞(X) avec la graduation naturelle pA(X) →֒ pA
1(X) →֒ ... et tout
ope´rateur Lj : pA(X) −→ pA(X) de´finit une de´rivation de pA(X).
Utilisons la notation z = (′z, zn),
′z ∈ ICn−1. Notons par ∆k(a, r) le polydisque dans IC
k de
centre a ∈ ICk et de rayon r > 0. Pour r1, r2 > 0 et t ∈ IC
n−1 conside´rons le disque line´aire
dt = {t}×∆1(pn, r2) et la famille {dt}t, t ∈ ∆n−1(
′p, r1). Soit U un voisinage de p dans IC
n; notons
par U+ (resp. U−) l’ensemble {z ∈ U : ρ(z) > 0} (resp. {z ∈ U : ρ(z) < 0}). D’apre`s la minimalite´
de X , nous pouvons supposer qu’il existe une base {Uj}j de voisinages de p telle que pour chaque
j, toute fonction holomorphe sur U+j se prolonge holomorphiquement sur U
−
j . Par conse´quent,
toute fonction de pA(X) de´finie sur X ∩ U se prolonge comme une fonction analytique re´elle sur
U− et antiholomorphe sur tout disque dt ∩U
−. Cela conduit imme´diatement au principe d’unicite´
suivant pour τ ∈ pA(X). Si, pour tout voisinage V de p l’ensemble Σ = {z ∈ X ∩V : τ(z) = 0} est
d’inte´rieur non-vide, τ ≡ 0 au voisinage de p sur X . En particulier, pA(X) est un anneau inte`gre.
LEMME 1.- Les proprie´te´s suivants sont ve´rifie´es:
(i) Soient ϕ, ψ 6= 0, τ 6= 0 ∈ pA(X) et {z ∈ X : ψ(z) = 0} ⊂ Σ := {z ∈ X : τ(z) = 0}.
Supposons que h = ϕ/ψ est de CR sur X\Σ. Alors, il existe h˜ ∈ pM(X) tel que h˜|(X\Σ) =
h|(X\Σ).
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(ii) Tout e´le´ment de pC
∞
CR(X), alge´brique sur le corps quotient A˜ de l’anneau inte`gre pA(X)
appartient a` pO(X).
De´monstration.- (i) D’apre`s le principe de re´flexion de Schwarz toute fonction continue dans
U− ∪ X et antiholomorphe dans U− se prolonge dans U+ comme une fonction analytique re´elle
et holomorphe sur l’intersection de U+ avec chaque disque de la famille {dt}t. Cela implique
que ϕ et ψ se prolongent comme fonctions analytiques re´elles ϕ+ et ψ+ sur U+, holomorphes sur
tout disque. Conside´rons l’ensemble Σ′ ⊂ ICn−1 des t tels que l’intersection dt ∩ Σ soit de mesure
line´aire strictement positive. D’apre`s le the´ore`me d’unicite´ (dt ∩ X) ⊂ Σ pour tout t ∈ Σ
′ et Σ′
est un ferme´ d’inte´rieur vide. Fixons un point (′a, an) ∈ U
+\(Σ′ × IC) et un point (′a, b) ∈ X\Σ;
la fonction h se prolonge holomorphiquement au voisinage V de (′a, b) d’un coˆte´ de X . Fixons
un point (′a, c) ∈ V tel que h est holomorphe sur un polydisque ∆n((
′a, c), δ) pour un δ > 0
suffisamment petit. Il existe un domaine simplement connexe D ⊂ IC contenant les points c et an
et tel que la fonction h+ := ϕ+/ψ+ est me´romorphe par rapport a` zn sur ∆n−1(
′a, δ) × D. On
peut supposer qu’elle est holomorphe sur ∆n((
′a, c), δ). Le the´ore`me d’uniformisation de Riemann
et le the´ore`me de Rothstein [9] impliquent que h+ est une fonction me´romorphe au voisinage de a,
donc sur l’ensemble U+\(Σ′× IC) qui est un ouvert dense dans U+. Fixons maintenant un point de
U+ ∩ (Σ′ × IC); on peut supposer apre`s un changement line´aire de coordonne´es qu’il coincide avec
0 et qu’il existe 0 < r < R, un polydisque ∆n(q, r) ⊂ U
+\(Σ′× IC) avec q = (′q, qn),
′q = 0 tels que
h+ est holomorphe sur ∆n(q, r) et ∆n−1(
′q, r) ×∆1(qn, R) contient 0. Pour tout w ∈ ∆n−1(
′q, r)
la fonction h+ se prolonge me´romorphiquement sur {w} ×∆1(qn, R) (car elle est holomorphe au
voisinage de qn et coincide avec un quotient de deux fonctions analytiques re´elles dans le disque). h
+
est donc me´romorphe sur U+ d’apre`s le the´ore`me de Rothstein. Comme toute fonction holomorphe
sur U+ se prolonge holomorphiquement sur U , h+ se prolonge me´romorphiquement au voisinage
de p (voir, par exemple, [9]).
(ii) Soit h ∈ pC
∞
CR(X) et P =
∑d−1
j=0 ajx
j + xd, aj ∈ A˜ un polynoˆme unitaire de degre´ d ≥ 1
minimal tel que P (h) = 0 sur X en dehors de l’ensemble Σ des ze´ros des de´nominateurs de ses
coefficients. Appliquons les ope´rateurs de Cauchy-Riemann Lj a` l’e´galite´ P (h) = 0. Comme P
est minimal, Lj(as) = 0 sur X\Σ pout tout s et chaque as est me´romorphe au voisinage de p
d’apre`s la partie (a). Il s’ensuit que h est alge´brique sur pM(X) et le graphe de h est inclus dans
un ensemble analytique complexe de dimension pure n au voisinage de (p, h(p)) dans ICn+1. Alors
h ∈ pO(X) d’apre`s [1].
Pour la de´monstration du the´ore`me B nous avons besoin de l’e´nonce´ suivant:
LEMME 2.- Soit h ∈ (pC
∞
CR(X))
k ve´rifiant au moins une des conditions suivantes :
(i) Il existe m ∈ IN, g ∈ (aC
∞
CR(X))
m et une fonction H(z, ζ, ω, w) , holomorphe au voisinage du
point (a, a, g(a), h(a)) dans ICn(z)× ICn(ζ)× ICm(ω)× ICk(w) et telle que H(z, z, g(z), h(z)) = 0
au voisinage de a sur X et H(z, z, g(z), w) ne s’annule pas identiqument sur X × ICk;
(ii) Il existe une fonction H(z, ζ, ω, w), holomorphe au voisinage du point (a, a, h(a), h(a)) telle
que H(z, z, h(z), h(z)) = 0 au voisinage de a sur X et H(z, z, ω, w) ne s’annule pas iden-
tiquement sur X × ICk(ω)× ICk(w).
Alors, dans tout voisinage de p, il existe un point q ∈ X et une fonction Gq non identiquement
nulle, holomorphe au voisinage de (q, h(q)) telle que Gq(z, h(z)) = 0 au voisinage de q sur X .
De´monstration.- (i) Nous proce´dons par re´currence sur l’entier k. Pour k = 1, conside´rons la
fonction H(z, z, g(z), w) comme une se´rie par rapport a` w ∈ IC a` coefficients dans pA(X); il existe
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un ouvert dense S au voisinage de p sur X tel qu’en chaque point q ∈ S l’un des coefficients ne
s’annule pas. On peut supposer que q = 0, g(q) = 0, h(q) = 0. D’apre`s le the´ore`me de pre´paration
de Weierstrass, il existe un polynoˆme unitaire P (z, ζ, ω)(w) en w avec des coefficients holomorphes
au voisinage de 0 tel que P (z, z, g(z))(h(z)) = 0. Le lemme 1 (ii) implique que h est holomorphe
au voisinage de 0.
Dans le cas ge´ne´ral, nous appliquons l’hypothe`se de re´currence et le the´ore`me de pre´paration de
Weierstrass et obtenons l’e´quation hd(z)+
∑d−1
j=0 aj(z, z, g(z), h1, ..., hk−1)h
j
k(z) = 0 ou` les fonctions
aj(z, ζ, ω, w1, .., wk−1) sont holomorphes au voisinage de 0 et d ≥ 1. Appliquons les ope´rateurs Ls
a` cette e´quation. Nous avons deux cas: (a) pour tout j et s on a Ls(aj) = 0 au voisinage de
0 et (b) il existe un point t (arbitrairement proche vers 0) tel qu’au voisinage de t h ve´rifie une
e´quation du degre´ d′ : 1 ≤ d′ < d. Re´pe´tant cet argument si ne´cessaire, nous pouvons toujours
se ramener au cas (a); nous conside´rons donc seulement ce cas. Nous pouvons supposer qu’il
existe jo tel que aj0(z, z, g(z), w1, ..., wk−1) ne s’annule pas identiquement sur X × IC
k−1. Soit
aj0 =
∑
I αI(z, z, g(z))h
I ou` I = (i1, ..., ik−1, 0). Si Ls(αI) = 0 au voisinage de 0 pour tout s et
I, d’apre`s le lemme 1 (i) chaque αI est holomorphe et h est holomorphiquement de´pendante. Si
Ls0(αI0 ) ne s’annule pas identiquement pour certain s0 et I0 , nous pouvons appliquer l’hypothe`se
de re´currence a`
∑
I Ls0 (αI)h
I pour conclure.
(ii) Conside´rons H(z, z, h(z), h(z)) comme une se´rie entie`re
∑
I αI(z, z, h(z))h
I(z) par rapport
a` h(z). Si un des coefficients ne s’annule pas identiquement surX , nous pouvons appliquer la partie
(i). Si chaque coefficient s’annule identiquement, nous fixons I tel que αI(z, ζ, ω) ne s’annule pas
identiquement et nous appliquons la partie (i) a` l’e´quation αI(z, z, h(z)) = 0.
3. Re´solution des e´quations analytiques.
Pour tout m ∈ IN et toute application g ∈ (pC
∞
CR(X))
m, de´finissons pA
m
g (X) : une fonction h,
de´finie au voisinage de (p, p′) surX×ICn
′
, appartient a` pA
m
g (X) si il existe une fonctionH(z, ζ, ω, z
′)
holomorphe au voisinage de (p, p, g(p), p′) dans ICn(z)× ICn(ζ)× ICm(ω)× ICn
′
(z′) telle que h(z, z′) =
H(z, z, g(z), z′). Soit H = {hj}
J
j=1 ⊂ pA
m
g (X) une famille finie telle que hj(p, p
′) = 0, j = 1, ..., J .
Conside´rons le syste`me d’e´quations analytiques (∗) : hj(z, f(z)) = 0, j = 1, ..., J ou` les fonctions
inconnues f = (f1, ..., fn′) ve´rifient les conditions: f ∈ (pC
∞
CR(X))
n′ , f(p) = p′. Conside´rons
e´galement les germes d’ensembles analytiques complexes au voisinage de p′ dans ICn
′
de´finis par
U(H) = {z′ ∈ ICn
′
: hj(p, z
′) = 0, j = 1, ..., J} et par V(H) = {z′ ∈ ICn
′
: Lαhj(z, z
′)|z=p = 0, α ∈
INn−1, j = 1, ..., J}.
PROPOSITION 3.- Si dimV(H) = 0, toute solution f ∈ pC
∞
CR(X), f(p) = p
′ de (*) est
analytique re´elle au voisinage de p sur X.
De´monstration.- (a) Supposons d’abord que dimU(H) = 0. Soit hj(z, z
′) = Hj(z, z, g(z), z
′);
on peut supposer que p = 0, g(p) = 0, p′ = 0. Conside´rons le syste`me d’e´quations holomorphes
Hj(z, ζ, w, z
′) = 0, j = 1, ..., J . D’apre`s le the´ore`me fondamental sur la description locale des
varie´te´s complexes analytiques, il existe les polynoˆmes Qj(z, ζ, w)(x) =
∑kj
ν=0 qjs(z, ζ, w)x
s, qjkj ≡
1 , kj ≥ 1 a` coefficients holomorphes au voisinage de 0 dans IC
n(z)× ICn(ζ)× ICm(w) et tels que les
solutions de ce syste`me ve´rifient au voisinage de 0 les e´quations Qj(z, ζ, w)(z
′
j) = 0, j = 1, ..., n
′.
Par conse´quent, les solutions de (*) ve´rifient les e´quations Qj(z, z, g(z))(fj(z)) = 0 pour z ∈ X ,
j = 1, ..., n′ et le lemme 1 (ii) s’applique.
(b) Soit dimV(H) = 0. Il existe k ∈ IN tel que V(H) est de´fini par les e´quations Lαhj(z, z
′)|z=p =
0, |α| ≤ k, j = 1, ..., J . Pour m′ ∈ IN suffisamment grand, conside´rons l’application g′ ∈
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(pC
∞
CR(X))
m′ dont les composantes sont
∂|β|gj
∂z
β1
1
...∂z
βn
n
, |β| ≤ k. Soient hαj := L
αhj ∈ pA
m′
g′ (X)
et H′ = {hαj }|α|≤k,j=1,...,J . Comme h
α
j (z, f(z)) = 0 et V(H) = U(H
′), la partie (a) permet de
conclure.
4. De´monstrations des the´ore`mes.
De´monstration du the´ore`me A.- Soient hj(z, z
′) = ρ′j(z
′, f(z)), g := f , H = {hj}j=1,...d. La
varie´te´ caracte´ristique Vp(f) coincide avec V(H) et la proposition 3 permet de conclure.
De´monstration du the´ore`me B.- Il existe un ensemble ouvert dense dans un voisinage de p sur X
tel que pour tout points a de cet ensemble (a, f(a)) est un point re´gulier de Vp(f). Soit z
′ = (′z,′′ z)
avec ′z ∈ ICm. D’apre`s le the´ore`me des fonctions implicites, au voisinage de (a, f(a)) on peut
repre´senter Vp(f) dans la forme
′′z = G(z,′ z) ou` G est une fonction holomorphe. Par conse´quent,
l’intersection Vp(f) ∩ (X ×X
′) est donne´e par les e´quations analytiques re´elles Rj(z, z,
′ z, ′z) :=
ρ′j(G(z,
′ z), G(z,′ z)) = 0, z ∈ X , j = 1, ..., d et contient le graphe de f . Comme tr.degz(f) est e´gal
a` m au voisinage de p, le lemme 2 (ii) implique que Rj ≡ 0 par rapport a` z ∈ X au voisinage de a
pour tout ′z fixe´.
Conside´rons les projections canoniques π : ICn × ICn
′
−→ ICn et π′ : ICn × ICn
′
−→ ICn
′
et posons
Vp(f |X) := π
−1(X) ∩ Vp(f). D’apre`s ce qui pre´ce´de π
′(Vp(f |X)) ⊂ X
′. Le rang de la restriction
π′|Vp(f |X) est supe´rieur a` r car Vp(f |X) contient le graphe de f ; de plus π
′ est biholomorphe
sur chaque fibre de π. D’apre`s le the´ore`me du rang il existe une sous-varie´te´ N ⊂ X analytique
re´elle telle que la restriction π′ : π−1(M) ∩ Vp(f) −→ M := π
′(Vp(f |X) est un diffe´omorphisme.
L’holomorphie de π′ implique l’e´nonce´.
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